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Une suite rkurrente cubique (T) ~.a’, dkfinie par ses valeurs initia?es &, T1, 7’Z 
et par 
T n+3- PT,,,+ QT,I1 - RT, = 0, n E Z. 
oti TO, ?‘i , T2, P, Q, R sont r6els et R # 0. 
On suppose, ici, que les mines u, U, w du polyn6me carac$ristique de (T) 
f( 1 z =z 3-P~2+Q~-R 
sont r6elles et ont des valeurs absolues distinctes. 
On suppose aussi que (TO, T,, ‘s,) f (O,O, Oj. 
11 est bien connu que 
T,=Au”+Bu”+Cw”, neZ 
00 A = g(u)lf’(u), B = g(u)/f’(u), C= g(w)/f’(w) 1 avec g(z) = T0z2+ 
(Tl - PT& + T2- *P’& + QTo et done (A, B, C) # (0, 0,O). 
On appelle z&o ~JZ (T), un entier k pour lequel Tk = 0. Les nombres u, v, w 
ayant des valeurs absolues distinctes, il est evident que (T) n”a qu’un nombre fini 
de ~620s. (I1 est simple de voir cela est faux, dans le cas contraire.) Ward [3], sous 
des h;ypothbses plus restrictives, puis Smiley [2] dans les conditions oti, u, v, w 
sont reels, ont montr$ qu’une suite rkurrente cubique posskde au plus trois zkros. 
Dans ce qui suit, on retrouve ce resultat et on obtient certaines proprG& des 
suites rkcurrentes cubiques ayant dcux ou trois zeros. 
On dit que (T’) est une translatee de (T), si TL= Tnfr, r 6tant un enticr fix& 
Toute translatee de (T) a ‘ie meme polpn6me caractkristique que (I’) et si k est un 
Z&+O de (T), k - r est z&o de (T’).On dit que (T’) est une symdtrique-transkke de 
(T), si T’,= T_,+, r fix& Le polynome caractkristi 
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Preosve. Le Lemme 2.2 de ‘ward [3], dent la d~monstktion est hnmbdihte, dit 
que, bi To = 0, T, = 0 Cq#ivaut 8 
f% c B 
z-P= 
Wn_Un V.7-Mn Un_Wn your n> 0. 
Comme To= 0, la premibre &alitC suffit et c :k s’Ccrit aussi 
C:ar .A = g(u)/f’(u) et C’s g(w)/f’(w) oh gi& = T,z + T;!-PT,. Tirant TJTz, il 
vient le r&&at annox& en convenant nat~.rellement que $(l) = * de fat;0 I B 
eiigfdxr ie cas T, = 0. 
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I_ 013 va dans ce qui suit, &udier $0 cp pour n Gel 3 1, et obterhr, selon les types 
de suites, des conditions SW tes valeurs initiales. On voit que, pour tous les types, 
la _ function homograpkique + est dibcroissante c4r - w + u < 0, ainsi, il Luffit 
$@@@@J- “I;P. Ni.Nuns, eufin, que 
-. 
- - ~tcpw = CT em = 0, 
(A) Type 1. Dans ce cas, on pose x = u/v et y = - w/v et on a done 1~ x < y. 
’ (1) 12 pair. 
XQf- 
e’(n) = tyn _ 112 ( , ‘Og x -log Y log X+1% Yyn xn 1 
Xn)Vn 
= tyn _ 1)2 a(n)y 
1 1 
ar’(n)=logx*logy y,,-,, CO ( > 
et 
49 logn logy (0 SF-- 
1 1 1 1.’ _- -- 
x2 Y2 
car la fonction 
x_ log x 
I l -- 
X2 
est croissante pour x > 0. Ainsi, pour xt 3 2, cp est croissante. $09 est dkroissante 
avec 
rfr(d2)) =0 et $(Q( + 00)) = u + V. 
(2) n impair. 
d(n) = - log x l 4 Y $7 
1' ( ) i,- a. Y" 
D’oti, deux cas suivant le signe de CW( 1). 
et done 
$(Q(bt))"ttl=- . 
Ehfk~ &I peut rhnarque; que, cornhe Q<O i)our zs suites de type 2, m > 0 et 
#(a(3)) 7 Q/P, P et 3 - nl soat de rnh~e signe er: t “annulent epsemble, ce qui 
- .,I 
peTmet de disthguer les cas scion le signe de P, qu:i z .:t un paramktre plus simple 
qf”re a(l). ’ 
On perat 6ncancer B prbent, la 
P.t~*_~~y .&it (T) uw suile r&unwate de ty, me I, #elk que To 7 1, = 0. 
(a)’ ‘hE n & Ipair, al&s u + tl C T,/ T I S 0 et la &A: iz’a pas d’autte 24%) pair. 
(b) n est imp&r. 
(.k) Si P > 0, ahas on a, soit n = 1, soit Q/P’s TJ Tl < u + v et la suite n ‘a pas 
d’autre z&o impair, duns ces cas. 
(2) Si P CO, alor on a, soit n. = 1, soit w(&) 1’ o.< l&/T, G Q/I” et, dans ces 
deux cm, la suite a au plus UP& autte ziro impair, wit T2/Tl < u + a et la suite n’a 
pas d’autre z&o impair. 
(3) Si P= 0, alors 0n n, soit fl = I (~3~. 3) et 3 Iresp. 1) est un z&o, qui est le 
seul awe z&o impair, soit T2/TI < ec -+ u et Iti suite r ‘a pas d ‘&uite z~F(? impair. 
(8) Type 2. Dam ce cas, on pose x = - C/V, v = W/U et on a 0 <x < I< y . 
(1) n p&. 
V(n) 
“-1 y-l 
= _-- 
tn_ 1 
1 1 
-.-WV 
.‘& + 1 d 
et dkne kani&re analogue 
I,!W cp est croissante de 0 A 
(2j n impair. 
: I 
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i celle du cas type 1, n pair, on obtierlt que, pour 2 s n 
14 + 2). 
40 es?, ici, bvidemment dkroizsante, et $0~ est croissante de --oo B u + v pour 
nWl. 
On en d6duit la 
~O~OS&MI 1.3. Soit (T) une suite dcuwnte de tyPe 2, teEle qLae T,, = ‘I’,, = 0. 
(a) Si n est pair, alors 0 6 T2/T1 < u t v et la suite n’a pas d’autre ze’ro pair. 
(b) Si n est impair, alors on a, soit n = 1, soit QlPs TJT, < u + v, et la suite n’a 
pas d’autre z&o impair. 
(C) Type 3, Dans ce cas, on pose x = - U/V, y = w/v et on a 1 <x < y. 
(1) ra pak 
“-1 y-l 
hj=h -- 
( > x+1 l 
Cette fonction s’Ctudie comme dans le cas du type 1, n pair et on obtient que @SF 
dCcroit de 0 h u + v pour n 2 2. 
(2) n impair. 
Q(n) 
x”+l y-l Y-1 
=-*-=e(n)*x+,, 
Yn -1 x+1 I- 
.Xnyn 
e’(n) = fy* _ 1)2 ( log ‘-“g Y 1%X yn hitY <(J ---- Xn ) 
@Q est done croissante de --oo 2 u + v pour n 3 1. 
Proposition L4. Soit (T) une suite re’cwente de type 3, telle que TO = T,, = C. 
(a) Si n est pair, alors u + v < TZ /TX ~0 et la suite n’a pas d’autre z&o pai:. 
@I 3 n- est impair, alors on a, soit n =- 1, soit Q/P< ‘TJT, < u + v et, dans ces 
deux cas, 1 3tib 3 n’c; pas d’autk z&o impair. 
(D) Type 4 Dans. ce cas, on pose x = ulv, y = w/v et on a c) < x < ! < y. 11 1 ‘y ;? 
pas lieu, ici, de dktinguer les cas n pair et pz impair. 
“-1 y-l 
Q(+--. -- 
-1 .x-l’ 
Une 6%ude analoguz 5 celle du type 1, YE pair mmfre que $0 q est croissm t 2 de 
--0c ii u + 21 pour n. 3 I. 
Si P< 0, on a, soit r = 1 4% s> 5, soit 
!% 
et 
3. 
r23. 
TM&W 13. Soit (T) uiw suife r&urrente de type 2, te !k que 
To=?';=Ts=O, Q<r<s. 
Si QG), on a 0~ 7’2/Tl<u-tv et r24. 
Si a==Q, on a r=s et s:=3. 
Btemmpe L9. Le th&x&me 1.6 contient Ie th4orZxn.e et le Lemme 3 de Smiley 
11 :I, * 
lbwqrre 1.1% Si n est un z&o d’une w!te r&xu=rente (T), ies conditions 
?~~v~es sur ?‘$T, dorwnt, par sym&=ie -translation, des conditions sur 
i;r;_2/Tn-I* 
* 
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,2, !GiW&c~W#etitf+s B trois z&w 
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NOUS commenCuns avec Ie Iemme suivant, qui contient des reswltats dus & Ward 
[3j:@ &. !&i&y [Z]. 
.I F : 
idfmllE~~ 2111. si T() 1 1, = Tr= T,=O, awx O<r<s, ah 
(ii) rr, 21, w sont raches de 
p(x) = (w’ *- ur)y - (J+?S - $)Xr + u’w’ (&P-l - p-r) 
et-ce qui es? &quiualent- 
us - OS gs - I# 
-= = 
d-d vr--wr 
ws - us 
R&iproquement, si (us - vs)/(ur - 21’) = ( vs -- w’)/( v* -- IV’), les seules suites 
re’current~s t&es que TO = T, = T, = 0 sont &finies par 
T, = K(wS - vyun + K(uS - wy +K(v” - US)Wn 
K &ant une constante quelconque. 
Preaie. Les hypotheses de la premiere partie impiiquent que le determinant 
1 I 1 
Ar,s= u vr wr 
us ws ws 
est nu1, ce qui equivaut B (a) ou & (b). 
Supposons B present, (us - v”)/(u’- v’) = (vs - w”)/(v’- w’), c’est-h-dire A,, = 
0. Ce determinant est de rang 2 car, lulf lvl# Iwl, done son noyau est de 
dimension 1 et est en:i&rement decrit par 
K(wS - vs, us - ws, vs - US), 
K decrivant R, ce qui prouve la reciproque. 
Remarque 2.2. ‘route condition portant sur r, s, ui v, w, pour qu’une wite 
recurrente ait trois zeros, est egalement, d’apres le Lemme 2.1, une condition de 
nullit. de Ar,s, qui est un determinant de Van der Monde generalis particulier, ce 
qui peut avoir un inter& en soi. 
Lemme 2.3. Le polynotie %1,,(x) =19 - sx’ + s - r oic r et s sont impairs et 0 < r =: s, 
~1 une seule racine Ggative kjr, s> telle que -2 S k(r, s) < - 1. 
Preuve. D’apres la regle de Descartes, II&) a exactement une !*acine nkgative. 
h,,( - 1) = 2(s - r) > 0 
hr,,C-2) = - r2” + s2’+ s - P 

2Y3 
X-+ 
log (2x - 1) 
X-i- 
est &kroissante pow x 3 1 et done que y c 2/r. De cette set mde inkgalitt, ~9 
d&j& que k(t, S) tend vers - 1 quand t ou s ou s - r tendent ters I’infini. h 
fonction 
r-_, 2-s-- 
* l/s--t 
( 1 r l 
est dkroissante PO\ r 1 G r < s, d’oti la dernikre in6galitk On en tire des borne!: 
pour r’ et s. Si (7’) est de type 1, on a 
r+2ss<p-l J- ( > I I U 
si (‘I’) est de type 2, on a 
2 
r+lSs<-- 
bog+’ 
I I 
avec /3 :x+(2x- l)““? 
Cela permst de savoir, rsn un nmnbre tini d’essais, sh une suite r-@wmxte (7’), 
telle que T0 = 0, posshde ou non trois zkros. 
En simplifknt par (cCJkS1, en regroupant e: en divisant par ttr - w’, on obtient 
oii a eat entier. XQnc ur dike 
y)k-I- (Wr)k-J 
u’-wT 
= (@‘p-2+ (y’)k+f + . l . _t *‘(#-3+ ($)k-2, 
Su~posons que Et > I, premier, divise U; b divise done ur et aussi ((~‘)~-l- 
fw’y)/(@‘- w’). Si, maintenant, b divise ~ssi a, il divise (w’)~-’ et done w, car 
k > 2, ce qui contredit I’ky@Gse H, II, w premiers dans ieur ensemble. Ainsi u et 
27 sent premh~s entrc: eux. On raontre die m2me que, 2.4 est tlremier avec w, et que 
w esl: f3remier aver 13. 
(E) Suppof;ons, par elremple, que u est premier avec 2/ et w. On a, toujours 
d’ap& ,le &enrme 2,t, 
Sal ~Uawa~E~p~uIul! ano3?p ua 11 
CP 
h+-_n p-p 
= 
,M - sn sn - sn 
‘! surv 
. 
qgsod juss 
P”-Pn Pa-on 
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a-- -- 
,(t - ,n 
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